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P. ABELLANAS.—CUERPOS ORDENARLES CON AUTOMORFISMO ÚNICO 3

CUERPOS ORDENARLES CON AUTOMOR- 
FISMO UNICO

por

Pedro Abellanas

INTRODUCCION

Es sabido que, la condición necesaria y suficiente oara que 
la definición de proyectividad de Poncelet coincida con la de 
Staudt para el espacio proyectivo real, es que el cuerpo base del 
espacio proyectivo posea un automorfismo único; de aquí el 
interés de determinar una condición necesaria y suficiente para 
que un cuerpo posea automorfismo único. El objeto de la pre­
sente nota es dar tal condición para los cuerpos ordenables.

1. Postulado cuadrático. Un cuerpo ordenable se dice que 
satisface al postulado cuadrático, cuando las raíces cuadradas 

wde todos sus elementos positivos pertenecen a él.

Teorema. La condición necesaria y suficiente para, que un 
cuerpo ordenable posea automorfismo único es que la ordena­
ción sea arquimediana y que satisfaga al postulado cuadrático.

. Demostración. l.° El Postulado de Arquímedes es necesa­
rio. Sea K el cuerpo de todas las series de potencias formales :

a0 xm + «i a;m+1 + ...

sobre el cuerpo, R, de los números reales : «n, a.L, ..., e, R, m 
es un número racional entero y x una indeterminada sobre R.

__ 22__  21__
Sea K* = K(a/x, a/x, ..., a/x, ...) el cuerpo que resulta de 

efectuar la adjunción a K de todas las raíces de x de índices 
iguales a una potencia de exponente natural de dos.

Los elementos, z, de K* serán de la forma
Pi

x=[«oo+ «01 zm°+1 +•••]+« -7'1 [«í0aj™1 + «11 ícm,+1 +•..]+...

+ ^2*n kn0.rm" + ...] [1]
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4 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

en donde las expresiones de los paréntesis partenecen a K y el 
número de raíces de x distintas que en ellos figuran es finito.

Sea m¡-{- ÍQ 0 ।
m^m^ —y-, al término

2®1 \

a-^x , nio4=0, se le llama principal, y a su coeficiente
director, del elemento z.

Definición.—Diremos que el elemento z es positivo si, y sólo 
si, lo es su coeficiente director.

La demostración de esta primera parte la subdividiremos en 
otras tres :

a) Mediante la definición anterior queda ordenado el cuer­
po K*.—En efecto [1] : I. Si z>0 será «í0>, luego z#0 y el 
coeficiente director, — ai0, de —z será negativo, luego —z>0 
y — Si z<0, será «Í0<0 y el coeficiente director de — z 
será positivo, luego — z>0.

II. Supongamos que el elemento z, (1), de término princi- 

m¡ h-----  . . , « ipal aio x 2«i es positivo asi como el elemento :
JL_

x' = [a'oozm'o + íz'Oj ícm'o+' +...] + x 2a ' [a'wxm''f-a\1xm'+í +...]+... 
Pn'

+ .r 2 n [a , xm'a> + •••! n n

m'¡' + "VTde término principal 2<Z f • El término principal de z + z
será :

R R' . 0j__ ri , , P i Pim¡-|----- m ¡ |----;— m¡^------
alOx 2i , a'i’ux 2a*', o, (ai0 + «'i'u) a? 2a‘

según que 

respectivamente. En los tres casos resulta que z + z'>0. El tér-
R R<pi P i'

, H------------ 1----- ,—
mino principal de zz' es a'i() a\'„ x 2a¡ 2a l' luego, zz'>0.
c. q. d.BC
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P. ABELLANAS.—CUERPOS ORDENARLES CON AUTOMORFISMO ÚNICO 5

La ordenación de K* que acabamos de definir es, evidente­
mente, no arquimediana.

b) K*satisface al postulado cuadrática.—En efecto, consi-
— 4 —

deremos los cuerpos: K1=K(yx), K2 = K,(\/x), Kr =
2r

= Kr-i(/*)< ••• Todo elemento, y.CK*, por poseer un número 
finito de raíces de x, goza de la propiedad de pertenecer a uno 
de los cuerpos Kt, i=0, 1, 2, ... y de no pertenecer al anterior ; 
si z pertenece a Kr y no pertenece a K,._1 diremos que es un ele­
mento propio de Kr. Representaremos por P al anillo de todas 
las series de potencias de x sobre R de exponentes enteros no

_ 2* _ 2r 
negativos y por P* al anillo P[\/x, \/x, ..., \/.v, ...]. Las uni­
dades de P* están caracterizadas porque su término principal es 
un número real.

Para demostrar la proposición b), demostraremos previamen- 
el siguiente: Lema. Toda unidad positiva de P* que es elemen­
to propio de Kr, posee raíz cuadrada que pertenece también a K,. 
v es unidad de P*. La demostración la haremos por inducción 
icspecto de r. Sea v.o una unidad positiva de K0 = K :

z0 = an + ¿zi x + ..., a0 > 0
y sea

So = b0 + bj x + bt x2 + ...
entonces,

So’ = b02 + 2 b0 b, x + (b.2 + 2 b0 b2) + • • •

iuego, se pueden determinar las b¡, sucesivamente, mediante las 
relaciones

V = a0
2 bn bj = ¿zi

bi2 + 2 b0b2 = a2

de modo que co2 = *o y b0=+ \/on±0.
Supongamos demostrado el lema para todo i<r v vamos a 

demostrarlo para i = r. Sea zr una unidad positiva de P*. que es 
elemento propio de I\r; entonces se podrá poner en la forma

Xr = Z^ + z»'r Z'r_,, zr_,, z'r_, € • RV,
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6 REVISTA MATEMATICA HISPANOAMERICANA

siendo xr_x unidad positiva de P*. Sea cr = ;r_x+:.v2 en donde 
cr_x y ;'r_x pertenecen a Kr._x y pongamos :

'Q = C-x + + 2 x2"' = Zr

entonces será

de donde
i 

4C1-4xrC + ^2’<r-” >£ = 0.

Ahora bien, como xr_x es unidad positiva de P* también lo 
es z _a-2 <r ’ z'2j , y como este elemento pertenece a Kr_x 
existe, por la hipótesis de inducción, su raíz cuadrada,

i

la cual es, a su vez, unidad de P* y elemento de K ._x. Por con­
siguiente, uno, por lo menos, de los dos. elementos

— x¿.

es una unidad positiva de P* y pertenece a Kr_x. Sea, p. e.,

4k. + l/
la unidad positiva ; entonces, por la hipótesis de inducción, existe 
la raíz cuadrada de este elemento y es una unidad de P* que 
pertenece a Kr_x. Poniendo

= = |/ í l»« + V ,

resulta (^r_, + x2 r^'r_1)2 = -/. y como cr_x es unidad de P*, 
pertenece a P*, y como tanto z'r_x como cr_x pertenecen a Kr_x,BC
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P. ABELLANAS.—CUERPOS-OREE N ABLES CON AUTOMOREISMO ÚNICO 7

el elemento í'r_1 pertenece también a Kr_x. Resulta, finalmente, 
que los elementos

son raíces cuadradas de zr=zr_¿ + -v2 ’ z'r_1 y cumplen las condi­
ciones del lema. ' c. q. d.

La demostración de la proposición b) resulta ahora inmedia-
[ITlj -4- ■ —

ta, en efecto, si a¡ox 2a¡ es el término principal del elemen­
to (1) de K* y si éste es positivo, poniendo

, r , t« im¡4------- i Pí 4—“—
x = x 2a¡ Lzi0 + a¡i ,x+ ... + x 2°> (floo + «oí#+•••)+••• |

el paréntesis rectangular es una unidad positiva de P*, luego, 
por el lema anterior, resulta que

m¡ , 1 / Pl + -J-
X 2 2(Z¡+] |/ «¡0 + «¡1# +• • •+ X 2°' («oo + tfoi ® + ...) + •••

% 

es la raíz cuadrada de z.

c) El cuerpo K* posee infinitos automorfisvws distintos del 
unidad.—En efecto, el cuerpo K posee los automorfismos

a0 íc“+, +«i íe,,,+2+... «o (x+í)"+ai (#+¿)m+,+flj (a?+í)n,+J+...

siendo t un número real cualquiera. Estos automorfismos son 
prolongables, sucesivamente, a los cuerpos Kr KL, ..., Kt, ...
En efecto, basta para ello [1] demostrar que el polinomio y2 — x2 ‘ 
es irreducible en KJy] para todo i. Supongamos que no fuese 
así, entonces sería y2 — x2 1 = (Z^y + £j)(£'i.v + de donde

Zx Z't = 1, Ci Z'2 + :'i :2 = 0, Z2 S'2 = - x2~l

y de estas relaciones resultaría £j2=<i2a;2 Zi, Í2€K,, relaciones 
imposibles por ser distintos los términos principales de los dos 
miembros.

Resulta, por consiguiente, que cada automorfismo de K daBC
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8 REVISTA MATEMATICA HISPANO-AMER1CANA

origen a un automorfismo, por lo menos, de K*. Con esto queda 
probada la primera parte del teorema.

2 .° El postilado cuadrática es necesario. Sea R el cuerpo 
de los números racionales, ); un número real transcendente, 
K = R(X). El cuerpo K posee una ordenación arquimediana : la 
inducida por la del cuerpo de los números reales y K no sa­
tisface al postulado cuadrático. Si

a0 Xm4-q1 Xm+1 +...+ ar Xm+r, 
bQ Xn+&i X"+1-f-6s X"+s

8, y=0, ..., r&i, a¡ € R, t=0,

es un elemento arbitrario de K y t un número racional cualquie­
ra, la correspondencia

g0Xm+¿q X"t+1-H..+arXm+r _ a0 fr+íT+ch (X-Hr” +-4 ar (X4¿)m+r 
&0Xn+&1V+1+...+&sXn+s &0(x+qn+61(k+í)^14-...+&s(X+í)^

es un automorfismo de K.

3 .° Las condiciones son suficientes. - Sea K un cuerpo que 
cumple las hipótesis del teorema y supongamos que <r sea un 
automorfimo del mismo, o- es un automorfismo ordenado, e. e., 
transforma elementos positivos en elementos positivos y elemen­
tos negativos en elementos negativos. En efecto, si p es un ele­
mento positivo de K, por el postulado cuadrático existe el ele­
mento Jp, de donde cs^p)— <r[(luego cr(/>)>0. 
Como la demostración anterior es válida para cualquier auto­
morfismo, sin más que considerar el inverso de cr, resulta que 
elementos negativos se transforman en negativos. Si el auto­
morfismo a no fuese el unidad, existiría un elemento, a, de K tal 
que Supongamos, para fijar el razonamiento, que a(a)>-a.
Por el postulado de Arquímedes, existe 'un número natural, n, 
tal que n[cr(a) —a] — ly>0, de donde <s(a) — aZ> — v por el mismo n
postulado, existe otro número racional entero, m, tal que

a < — < o ai

Ahora bien, como los automorfismos de K son ordenados, deBC
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P. ABELLANAS.—CUERPOS ORDENABLES CON AUTOMORFISMO ÚNICO 9

,m .. / x . m\ m ., .,—resulta ar(a)< o— = — en contradicción con la relación n \nf n
anterior. El teorema está completamente demostrado.

En virtud de este teorema, toda la geometría proyéctiva real 
de las figuras lineales y cuadráticas en que no intenvengan rela­
ciones distintas de las cuadráticas, bicuadráticas, bibicuadráti- 
cas, ..., coinciden con la geometría proyéctiva correspondiente 
a los espacios definidos sobre cuerpos que satisfagan al teorema 
anterior.

LITERATURA CITADA EN EL TEXTO

[1] V. d. Waerden : Moderno Algebra, T, 2.a edición. Springer. Berlín.

Universidad de Zaragoza.

13 diciembre 1948.
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